C - EFFETTI MECCANICI DELI’IMPATTO DI COLATE DETRITICHE AD
ALTA VELOCITA CONTRO STRUTTURE
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9. COLATE CON COMPORTAMENTO FLUIDO

Si riportano, di seguito, alcune applicazioni dei modelli di calcolo impostati nelle precedenti
sezioni, seguite dalla proposta di criteri per la progettazione di opere di salvaguardia dal

rischio di colate.

9.1 SPOSTAMENTO DI BLOCCHI

A seguito dell’impatto di colate a comportamento fluido puod essere innescati il moto di
blocchi, anche di notevoli dimensioni (Fig. 9-1).

Sono quindi stati impostati dei calcoli, sfruttando il modello FEM descritto nelle sezioni
precedenti, per valutare il rischio di mobilitazione di blocchi con elevato potenziale distruttivo.

Lo studio ¢ stato condotto considerando un blocco cubico (dimensioni ] mx I mx 1 m)
posto su una superficie con coefficiente di attrito statico blocco — base pari a 0.6; si sono
quindi fatti variare parametricamente determinati parametri della colata, quali forma (sezione
trasversale triangolare e rettangolare), velocita U, densita p, altezza H.

Si sono ottenute curve con combinazioni di velocita della colata, altezza e densita tali da

spostare il blocco di 0.1 0 0.3 m (Fig. 9-2).

Fig. 9-1. Massi trasportati da correnti (Wieczorek et al., 2001).
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Fig. 9-2. Impatto di colate a sezione trasversale triangolare (T) e rettangolare (R) su un blocco
libero di muoversi su un piano orizzontale. Combinazioni di velocita e altezze tali da indurre uno
spostamento iniziale del blocco pari a (a) s =0.1 m; (b) s =0.3 m.

Come atteso, correnti con piccolo altezze necessitano di velocita elevate per indurre lo
spostamento di un blocco di volume pari a 1.0 m’. Tuttavia, ¢ sufficiente una velocita di circa 5
m/s, per una corrente di altezza 0.6 m, per indurre uno spostamento di un blocco paria 10 cm.

Ne consegue la necessita, nelle zone montuose, a rischio di fenomeni di flussi fangosi,

di recensire e monitorare la presenza di blocchi potenzialmente instabili, a rischio di caduta.

9.2 BACK-ANALYSIS DEL COLLASSO DI UN PILASTRO

Per valutare la forza distruttiva dell’impatto di fluidi contro strutture, si € analizzato il collasso
di un pilastro colpito da una colata fluida, avvenuto a Sarno (Campania, Italia), nel maggio
1998 (Faella & Nigro, 2003).

Le caratteristiche geometriche e meccaniche dell’elemento strutturale sono: sezione
trasversale pari a 30 cm x 30 cm, altezza / = 2.7 m; il flusso ¢ perpendicolare al pilastro.
L’armatura longitudinale ¢ composta da quattro barre di acciaio di diametro 1.4 cm ($p14,
Faella & Nigro, 2003); per il calcestruzzo, la resistenza di calcolo considerata ¢ f.; = 13.83

MPa (Fig. 9-3a); per I’acciaio, la tensione di snervamento ¢ f;; = 320 MPa (Fig. 9-3b).
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Fig. 9-3. Impatto di una colata fluida contro una struttura; back-analysis del collasso del

pilastro; modello costitutivo (a) del calcestruzzo e (b) dell’acciaio d’armatura.

Nella back analysis proposta dagli Autori, I’azione esercitata dalla colata ¢ stata

modellata come una pressione idrodinamica uniforme (q) agente su tutta [’altezza (1) del

pilastro (nell’ipotesi di flusso di un fluido incomprimibile in condizioni stazionarie).

Attraverso un procedimento di analisi limite, considerando un meccanismo di rottura a

tre cerniere, gli Autori hanno poi ricavato il valore della velocita critica del flusso (U,,), tale da

causare il collasso della struttura (Fig. 9-7):

16M
q,= lz“=pUi

(19)

con M, momento ultimo della sezione del pilastro (per le seguenti caratteristiche della

sollecitazione valutate dagli autori, N = N, = 300 kN, M, = 57.81 kNm), p densita del flusso

(considerata pari a 1400 kg/m’).
Dalla (19) si ottiene U, = 14.5 m/s.
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Fig. 9-4. Impatto di una colata a comportamento fluido contro una struttura; back-analysis del
collasso del pilastro; schema dell’analisi riportata in Faella & Nigro (2003).

Lo studio effettuato in questa sede ¢ stato indirizzato innanzitutto alla determinazione
delle velocita ed altezze del flusso, ancora nell’ipotesi di spinta idrodinamica, tali da indurre la
rottura del pilastro, sia per flusso perpendicolare al pilastro, sia per flusso perpendicolare alla
diagonale del pilastro .

Si osserva infatti che I’ipotesi di altezza del flusso paria 2.7 m, imposta da Faella e
Nigro (2003) appare poco realistica; inoltre, analisi avanzate della propagazione della colata,
riportate in Revellino ef alii (2004), indicano un valore della velocita del flusso, in prossimita
dell’edificio colpito della colata, pari a 5.8 m/s, cio¢€ quasi un terzo del valore determinato da
Faella e Nigro (2003).

L’applicazione dei teoremi dell’analisi limite permette quindi di valutare il carico ultimo
e, conseguentemente, la velocita del flusso:

16M

u

T h-Ql-h)

L frem, 1 "
<D, h-2l-h)

Si ottengono 1 risultati riportati nelle Fig. 9-5 e Fig. 9-6.

qu
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Fig. 9-5. Impatto di una colata a comportamento fluido contro una struttura; back-analysis
della rottura del pilastro nell’ipotesi di altezza e velocita variabili della corrente; (a) meccanismo
a tre cerniere; (b) relazione tra carico di collasso adimensionalizzato (l/4)-\/(qu/Mu) e posizione
della cerniera plastica (zp.h./l), in funzione del rapporto h/l.
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Fig. 9-6. Coppie di valori velocita — altezza del flusso che determinano il collasso del pilastro.

Se si considerano quindi altezze del flusso piu realistiche, inferiori a 2.7 m, per avere il
collasso del pilastro sono necessarie maggiori velocita.

Per tenere conto di queste differenze, ¢ stato quindi elaborato un modello FEM di un
pilastro in calcestruzzo armato colpito da una colata avente altezza paria 1.5 m (Fig. 9-7),
densita p= 1400 kg/n’, celerita ¢ = 1450 m/s e 150 mv/s, velocita all’impatto U= 7.0 e 14.0
m/s; il valore risultante della rigidezza volumetrica del fluido potrebbe costituire una stima, per

difetto, del valore corrispondente al comportamento non drenato della massa granulare
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fluidizzata, che potrebbe manifestarsi nella fase impulsiva dell’impatto. Il comportamento
costitutivo assegnato ai materiali costituenti il pilastro (calcestruzzo e acciaio) ¢ il medesimo
utilizzato per le analisi proposte da Faella e Nigro (2003). Non si ¢ tenuto conto, nell’analisi
dinamica FEM, dell’incremento delle resistenze dei materiali dovuto alla velocita di

applicazione del carico.

30 cm _)Lh?(

15 ctn

half column

270 m

150 em

&)

Fig. 9-7. Impatto di una colata a comportamento fluido contro una struttura; back-analysis del
collasso del pilastro; (a) dominio impostato nell’analisi; (b) schema del dominio di calcolo
impostato per le analisi numeriche (FEM).

I risultati delle analisi mostrano che per una velocita della colata paria 7.0 m/s, lo
spostamento massimo del pilastro (nella direzione parallela al movimento della colata),
all’impatto, ¢ paria 0.96 cm (Fig. 9-9); il calcestruzzo, inoltre, in prossimita delle estremita

del pilastro, raggiunge deformazioni di compressione maggiori di 3.5%o (Fig. 9-9).
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Tabella 9-1. Valori di velocita delle onde nel fluido (c) e velocita del flusso considerati nella back-

analysis.

U [m/s]
14.0 7.0
¢ [m/s]
1450 case (1) case (2)
150 case (3) case (4)
3.00E+06
FIN]
case
G.00E+06
case
case 3
4.00E+06 e GASE 4

2.00E+06

0.00E+00 -+
0.000

0.001

0.002

0.003

0.004

t[s]

0.005

Fig. 9-8. Diagrammi delle forze di impatto nel tempo, per i quattro casi analizzati.
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Fig. 9-9. Deformazioni e spostamenti [m] del pilastro a seguito dell’impatto con una corrente
fluida; (a), (b): caso 4; (c), (d): caso 2.
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Quindi, se si tiene conto della natura impulsiva del fenomeno, le condizioni di collasso
del medesimo pilastro si raggiungono per altezze della colata e per valori della velocita piu
aderenti alle valutazioni degli studiosi del settore (Revellino et alii, 2004).

Inoltre, dai risultati mostrati in_Fig. 9-9, sinota che la rigidezza del fluido, espressa
attraverso il parametro c, a parita di velocita del flusso U, non influenza notevolmente 1

risultati.
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10. IMPATTO DI BLOCCHI

10.1 BLOCCO CONTRO UNA STRUTTURA A MENSOLA

Si illustrano, in questa sezione, i risultati dell’analisi parametrica circa I’impatto di un blocco
di forma sferica su una struttura a mensola, con e senza fondazione, volta a determinare
I’influenza esercitata da parametri quali:
¢ il punto di impatto del blocco sulla mensola;
e o spessore della mensola;
e le caratteristiche meccaniche della mensola, nell’ipotesi di comportamento rigido o
elastico lineare;

e o spessore della fondazione, nel caso in cui essa sia considerata presente.

an

a
<4

clamped end

(@)

Fig. 10-1. Impatto di un blocco sferico contro una mensola (a) incastrata alla base; (b) connessa
ad una fondazione. Posizione del problema; definizione delle grandezze la cui influenza ¢ stata
studiata per il presente lavoro: Hs identifica la posizione di impatto, Sw lo spessore della
mensola, Hf lo spessore della fondazione, Lf 1a lunghezza della fondazione.

Le caratteristiche del blocco sono: diametro D = 0.25 m, densita p = 2600 kg/m’,
comportamento elastico lineare caratterizzato da un modulo di Young E = 6-10* MPa ed un
coefficiente di Poisson » = (0.2. La velocita, all’impatto, ¢ pari a 4 m/s.

Un primo confronto riguarda il paragone tra le forze esplicate nel caso di impatto contro
una superficie piana solida, rigida, dotata di massa infinita (Sw — o), ed una con
comportamento elastico lineare (modulo di Young E = 3-10* MPa) ¢ massa infinita; i risultati

sono riportati in
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Fig. 10-2. Confronto fra le diverse forze di impatto.

Le conseguenze della possibilita di deformazione “locale”, legata ai punti nei dintorni
dell’area di contatto, sono costituite da una diminuzione della forza di impatto ed un
contestuale aumento dei tempi caratteristici del fenomeno.

Si riportano quindi in Tabella 10-1 1 valori assegnati ad altri parametri significativi.

Tabella 10-1. Analisi FE. Valori dei parametri geometrici (Hs, Sw) e meccanici (E) assegnati al

muro.
Combin. Sw [m] E [MPa] Hs [m]
1 0.1 3-10° 0.2
2 0.2 3-10° 0.2
3 0.5 3-10° 0.2
4 0.2 3-107 0.6
5 0.2 3-10° 1.0
6 0.2 1-10" 0.2
7 0.2 5-10° 0.2

La Fig. 10-3 illustra ’effetto dello spessore del muro. Si nota che al diminuire di Sw
aumenta |’effetto della deformabilita “di struttura”, che si somma all’effetto dato dalla
deformabilita locale. nel caso in cui lo spessore spessore Sw sia pari a 0.5 ci st avvicina
notevolmente, per il caso studiato (impatto di un blocco di diametro paria D = 0.25 m) al caso
di muro dotato di massa infinita.

La Fig. 10-4 mostra I’influenza del modulo di Young del muro; al crescere di E, di

nuovo, si incrementa 1’effetto sia della rigidezza “locale”, sia quella della struttura.
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In Fig. 10-5 si vede invece che, nel range di valori considerati, I’altezza d’impatto non

produce effetti significativi sullo sviluppo temporale della forza d’impatto.

3.5E+05
3.0E+05
2.5E+05
2.0E+05
1.5E+05
1.0E+05
5.0E+04
0.0E+00

— 1:Sw=0.1m

FIN]

—a—2:Sw=0.2 m
a 3:Sw=0.5m

0.0E+00

5.0E-04

1.0E-03 ¢ [g] 1.5E-03

Fig. 10-3. Risultati delle analisi FE. Evoluzione nel tempo della forza, al variare di Sw, per Hs e
E fissati (Hs = 0.2 m, E = 3-10* MPa).

3.5E+05
3.0E+05
2.5E+05
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—e—6: E=1E4 MPa
—s—2: E=3E4 MPa

a 7:E=5E4 MPa

5.0E-04

1.0E-03 ¢[g] 1.5E-03

Fig. 10-4. Risultati delle analisi FE. Evoluzione nel tempo della forza, al variare di E, per Sw e

per Hs fissati E (Hs = 0.2 m, Sw = 0.2 m).
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Fig. 10-5. . Risultati delle analisi FE. Evoluzione nel tempo della forza, al variare di Hs, al
variare di Sw e E (Sw= 0.2 m, E = 3-10* MPa).

10.2 BLOCCO CONTRO UN MURO FONDATO SU TERRENO ELASTICO
LINEARE

Il caso di muro con fondazione su terreno elastico lineare ¢ stato studiato in maggior dettaglio.
Il problema ¢ stato impostato considerando un modello costituto da tre parti : il terreno di

fondazione,una barriera e un blocco.

Fig. 10-6. Geometria impostata nelle analisi.

Il terreno di fondazione € incastrato alla base e ha le stesse caratteristiche meccaniche del
blocco. La barriera ¢ in calcestruzzo di densita 2500 kg/m’, ha un comportamento elastico

lineare con modulo di Young E pari a 3-10'° N/m” e coefficiente di Poisson v uguale a 0.2.
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11 blocco ha un comportamento elastico lineare (p = 2600 kg/m’, E = 6-10""N/m* e v =
0.2, velocita d’impatto v =5 m/s) & di forma cubica ed ha un volume paria 1.0 m’. Nelle Fig.
10-7 e Fig. 10-8 sono riportati il modello numerico e la geometria schematica impostata nelle

analisi.

‘; i S 'LTA a:ﬂh‘
| "‘.},{f m—? =R AL

]
i f-r%"ﬂ" *‘i" r !

Fig. 10-7. Modello numerico

terreno
o
fondozlone

N

= E | Eclx 1
H -
H F
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corrello o . corrello
H -
= . u

Mcostro

Fig. 10-8. Muro di calcestruzzo dotato di fondazione.

Si valuta, di nuovo, I’effetto della rigidezza del terreno di fondazione. Si conferma che, a
causa dei tempi caratteristici del fenomeno, estremamente brevi, la natura del terreno di

fondazione non esercita un’apprezzabile influenza sulla forza d’impatto.
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Fig. 10-9. Influenza del modulo di Young della fondazione.

Si studia quindi I’effetto del valore dello spessore di fondazione (Fig. 10-10) sul valore

della forza d’impatto e sul quello del momento alla base (Fig. 10-11).

0,0 &=

05 m[___1]

1 m

Fig. 10-10. Diversi spessori della fondazione considerati nelle analisi.
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Fig. 10-11. Forza d’impatto e momento alla base per diversi spessori di fondazione.

Infine si ¢ valutato I’effetto delle diverse altezze di contatto (Fig. 10-12).
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Fig. 10-12. Schema dei diversi punti di impatto del blocco considerati nelle analisi.
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Momento alla base
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Fig. 10-13. Forza d’impatto e momento alla base per diversi spessori della fondazione.

Rispetto ad una mensola incastrata la forza d’impatto in un muro dotato di fondazione
diminuisce, malgrado la massa di quest’ultimo sia maggiore, per effetto della mancanza di

incastro al piede.

10.3 BLOCCO CONTRO UN MURO PROTETTO DA TRANSIZIONE DI
MATERIALE GRANULARE

Dalle analisi precedentemente svolte, si ¢ osservato che la zona di contatto fra 1 due corpi
risulta interessata da deformazioni significative, dovute essenzialmente alle buone proprieta
meccaniche di entrambi 1 corpi.

Si € pensato di interporre a protezione dell’opera uno strato di materiale granulare
(transizione), che eserciti una duplice funzione: estendere ’ampiezza dell’intervallo di contatto
e ’area di contatto.

Affinché la transizione sia efficace, le sue proprieta meccaniche devono essere modeste,
non confrontabili con quelle del calcestruzzo armato; attenzione deve essere parimenti prestata
anche allo spessore della transizione. In questo modo, la transizione diviene sede di

deformazioni considerevoli e si ottiene 1’effetto desiderato.
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10.3.1 EFFETTO DELLE PROPRIETA MECCANICHE DELLA
TRANSIZIONE

Le analisi, riferite allo schema in Fig. 10-14, sono state svolte considerando la transizione
costituita di sabbia o, alternativamente, di ghiaia. Entrambi i materiali sono stati modellati
adottando un comportamento costitutivo elastico lineare; i parametri assegnati sono:

e sabbia: p=2000 kg/m’, E = 1e6 N/m’ e v =0.2;

e ghiaia: p=2200 kg/m’, E=1e7 N/m’ e v=0.2.

Si ¢ impostato un modello definito “al continuo™: struttura e transizione occupano cioe
con continuita il volume complessivamente ad essi assegnato. Di conseguenza, nella
modellazione meccanica, la transizione granulare e il muro di calcestruzzo costituiscono un
corpo unico, eterogeneo dal punto di vista fisico (diverse densita) e meccanico (differenti

proprieta meccaniche).

troansizione
granulare

cls

Fig. 10-14. Muro in calcestruzzo armato protetto da una transizione granulare.

La transizione risulta efficace in entrambi 1 casi; tuttavia, si riscontra un beneficio

maggiore nel caso in cui essa sia costituita di sabbia (Fig. 10-15).
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Fig. 10-15. Forza d’impatto nel caso di transizione granulare costituita, alternativamente di
sabbia o di ghiaia.

10.3.2 EFFETTO DELLE SPESSORE DELLA TRANSIZIONE

Sebbene la presenza di uno spessore di materiale di transizione, di un qualsiasi materiale, posto
a protezione del muro, possa risultare efficace, perché riduce la forza d’impatto e protegge la
superficie stessa del muro, va ricordato che la transizione costituisce comunque una massa
addizionale, che viene mobilitata nel corso dell’impatto.

Si osserva che, all’aumentare dello spessore della transizione, la forza diminuisce, ma
per valori superiori a 0,5 m aumenta nuovamente, pur rimanendo inferiore ai valori

corrispondenti al caso di assenza di transizione (Fig. 10-16).
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—0,3m
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Fig. 10-16. Forza d’impatto per diversi valori dello spessore della transizione.

10.3.3 EFFETTO DEL PROFILO DI CONTATTO DELLA TRANSIZIONE

Il modello di rappresentazione meccanica del materiale che costituisce la transizione,

precedentemente utilizzato, € un modello usualmente definito “al continuo™; occupa cioe con
continuita il volume complessivamente ad esso assegnato. Di conseguenza, nella modellazione

meccanica, la transizione granulare e il muro di calcestruzzo costituiscono un corpo unico,

eterogeneo dal punto di vista fisico (diverse densitd) e meccanico (differenti proprieta

meccaniche).

I1 modello cosi elaborato corrisponde, nella realta, alla condizione per la quale il

materiale granulare sia disposto a stretto contatto con il paramento verticale del muro, e sia

anche racchiuso da una membrana o una rete metallica ancorata alla base del muro.

Si ¢ anche considerato il caso di transizione granulare costituita di sabbia contenuta in

sacchi separati, perché la sabbia risulta piu efficace della ghiaia nel ridurre la forza di impatto

(Fig. 10-15).
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Fig. 10-17. Transizione costituita di sacchi di sabbia.

In questo caso, si ¢ osservato una significativa riduzione della forza d’impatto, dovuta al

coinvolgimento di un singolo sacco nell impatto (Fig. 10-18).

Forza d'impatto

——transizione al continuo ——transizione a sacchi

2.50E+06

PN
2.00E+06
1.50E+06 VAR
1.00E+06 / .
5.00E+05 //\\ ~
_A_/ g‘vq

0.00E+00 - I I T T .
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05

t[s]

F [Pa]

Fig. 10-18. Forza d’impatto nei due casi: transizione continua ovvero costituita da sacchi.

Per comprendere meglio la risposta di un singolo sacco colpito dal blocco ad elevata
velocita, si € svolta una ulteriore analisi; per esigenze computazionali ’analisi ¢ stata suddivisa
in due fasi distinte.

Nella prima fase, si € considerato I’impatto del corpo contro il singolo sacco, scostato

dal muro. In pratica, nei pochi millisecondi di impatto fra il blocco a elevata velocita e il sacco
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di sabbia, I’analisi puo essere svolta trascurando la presenza del muro. Il corpo colpisce
innanzitutto il blocco e si unisce al sacco; entrambi 1 corpi acquisiscono quindi una velocita
comune, che risulta minore di quella iniziale del corpo impattante.

Nella seconda fase si ¢ studiato I’impatto di un corpo con massa pari alla somma delle

masse del sacco e del corpo, e velocita pari a quella ricavata al termine della prima fase (Fig.

10 - 20).

L i “'\-\.‘_‘H 4
S
Fig. 10-19 Prima fase. Fig. 10-20. Seconda fase.

La forza che si determina ¢ intermedia fra quelle relative al caso della transizione
continua (1) e di assenza della transizione (2); si osserva, inoltre, una riduzione del tempo di

contatto (Fig. 10-21 a) e b)).
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D Ca D D

o
o
o
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4

0.00E+8—! — ——
-1.00E-02 1.00E-02 3.00E-02 5.00E-02 schema a due fasi
t[s]
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0.00B+66— — / . =
-0.01 0.01 0.03 0.05
t[s]

Fig. 10-21. Forza d’impatto: confronti.

Lo schema di calcolo suddiviso in due fasi € caratterizzato da due assunzioni

profondamente differenti da quelle adottate nel caso di transizione granulare connessa al muro.

Le due ipotesi relative alle velocita del sistema blocco impattante - sacco (prima fase) e al
profilo del corpo impattante (seconda fase); tali differenze determinano un impulso (forma
della forza d’ impatto F(?) e valore massimo della F(?)) che differisce marcatamente dai
risultati ottenuti dall’analisi in cui la transizione ¢ costituita da sacchi di sabbia separati.

Nella prima fase, infatti, il sacco di sabbia non incontra alcun ostacolo al moto in
direzione orizzontale; quindji, il sistema complessivamente in moto, formato dal corpo
impattante e dal sacco, acquisisce una velocita, con valore massimo pari a 6,79 m/s (Fig.
10-22), superiore a quella relativa al caso in cui il sacco sia invece ostacolato dal muro, con
valore massimo pari a 3,88 m/s (Fig. 10-23).

Questa circostanza, dal punto di vista dinamico, determina una quantita di moto

aggiuntiva, corrispondente alla presenza del sacco in moto con velocita maggiore (Fig. 10-22).
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Fig. 10-22. Velocita del sacco nello schema a due fasi: prima fase.
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Fig. 10-23. Velocita del sacco nello schema a sacchi.

Nella seconda fase si ¢ studiato I’impatto di un corpo con profilo piano contro un muro.
Il precedente schema di riferimento prevedeva invece I’impatto di un corpo sferico contro il
muro. La modifica del profilo del corpo che impatta il muro provoca sia un aumento del valore
di picco della forza d’impatto, sia una riduzione del tempo di contatto.

I risultati del modello di calcolo articolato in due fasi suggerisce, quindi, una modalita
piuttosto efficace di disporre il sacco, allo scopo di ridurre la forza d’impatto: evitare il
contatto completo (profilo piano) fra la sezione del sacco e la superficie del muro, preferendo
invece un’area di contatto limitata; in definitiva, si ritiene pit opportuno utilizzare sacchi con

profilo curvo , come qualitativamente indicato nella Fig. 10-24.
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Fig. 10-24. Schemi di posa in opera della transizione granulare racchiusa in un sacco.
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11. INDICAZIONI PROGETTUALI

11.1 ESPRESSIONE ANALITICA DELLA FORZA D’IMPATTO DI
COLATE A COMPORTAMENTO FLUIDO

Dalle analisi numeriche presentate nelle sezioni precedenti si evince che le condizioni piu
critiche, in termini di forza d’impatto, si hanno nel caso in cui un fronte fluido urti la struttra
con un fronte piano.

Si ¢ quindi ricostruita un’espressione per la forza in funzione nel tempo, da applicare alla
struttura. La procedura ¢ consistita in un lavoro di riorganizzazione dei risultati proposti nelle
precedenti sezioni, sia per colata a sezione trasversale triangolare, sia per colata a sezione
trasversale rettangolare. Si sono quindi raccolti i risultati ottenuti per:
altezza del dominio fluido (H): H= 0.5, 1.0 m;

e rapporto altezza (H) —base (b): H/b=1,H/b=1/3 , Hb — 0;
e velocita d’impatto (U): U= 1, 5, 10 m/s;
e densita del fluido (py) po= 1000, 1500 kg/m’;

e velocita di propagazione delle onde nel fluido (¢, legata alla compressibilita del
fluido stesso); ¢y = 1450 m/s (fluido puro), 150 m/s (miscela aria - fluido).

I risultati delle analisi FEM mostrano che per entrambi 1 tipi di sezione trasversale
I’evoluzione nel tempo della forza d’impatto F(z) possiede caratteristiche comuni: possono
essere infatti identificate tre fasi per la fase impulsiva; a: inizialmente, (Fig. 11-1), F(z) cresce
con velocita estremamente elevata, in un tempo molto breve, tendente a zero, raggiungendo il
valore massimo; b: tale valore si mantiene approssimativamente costante, per un periodo molto
breve; c: nella fase finale, F(?) si annulla, seguendo un’evoluzione nel tempo con legge
quadratica (3D) o lineare (2D).

Per determinare quindi una relazione generale per la forza d’impatto F(?), si considera
inizialmente una relazione del tipo:

F(t) = A(1) - 6 Apmax (30)
Apmax € la massima pressione teorica raggiungibile (definite nelle precedent sezioni); A(?) €
I’area di contatto sulla quale agisce, nel tempo, la pressione massima (Ap = Apmax); O € un
coefficiente adimensionale

La forza F'(¢) dipende dalle dimensioni del fronte fluido (b e H), dalla densita (py), dalla

velocita di propagazione delle onde nel fluido (c¢y), dalla velocita d’impatto (U).
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L’evoluzione nel tempo della forza d’impatto schematicamente esposta precedentemente
puo essere spiegata considerando che all’inizio del fenomeno (¢ = 0, primo contatto), la
pressione Ap,.c agisce sull’intero fronte a contatto con la parete (le due superfici, infatti, sono
verticali e parallele); subito dopo il primo contatto, tuttavia, la condizione al contorno Ap= 0
comincia a propagarsi verso ’interno del dominio fluido (e quindi verso le porzioni interne del
fronte) con celerita cy; quindi, I’area A(?) , che, siricorda, € caratterizzata da Ap = Apmax
decresce molto rapidamente nel tempo (Fig. 11-1).

In particolare, per il tempo ¢ =¢—t; (f > 0) si ottiene:

(t)=Ay-Act (31a)
A(t) =Ap—2 Act -h—Act-(b—2Act) (31b)

La relazione (31a) ¢ valida per analisi con dominio 2D (H/b — 0) mentre la (31b) ¢
riferita ad analisi 3D; A4, al pari di 0, € un coefficiente adimensionale.

Attraverso le formule (31) ¢ possibile risalire all’intervallo di tempo Ar* (Fig. 11-1),
dopo 1,, tale che A(f ) = 0; nella schematizzazione analitica dell’evoluzione nel tempo della
forza di impatto , per modellare I’intervallo di tempo nel quale agisce la massima forza
d’impatto, F.x,s0n0 stati introdotti due altri coefficienti adimensionali (S;, f2), proporzionali
a Ar*

L’evoluzione schematica della forza d’impatto F' € riportata in Fig. 11-1, insieme ai
valori suggeriti dei parametric A, 5;, > e 6, per idiversi casi analizzati, ottenuti dalle
simulazioni numeriche (FEA).

A titolo di esempio, in Fig. 11-2 sono riportati i confronti fra risultati delle analisi
numeriche e I’interpretazione analitica, per alcuni casi.

L’espressione analitica proposta per la forza d’impatto ¢ il risultato dell’interpretazione
dell’impatto per un caso particolare (fronte fluido piano e parallel alla superficie impattata), ma
la meccanica dello sviluppo e seguente dissipazione delle sovrappressioni massime € del tutto
generale, quindi puo essere applicata allo studio ed interpretazione dei test di laboratorio
(velocita U e altezze del fluido H variabili rispettivamente tra 0.1 e 3 m/s e tra 0.05 ¢ 0.5 m),
impatti di colate a comportamento fluido (1 < U <30 m/s, 0.5 < H <2 m) e impatto di onda

marine e oceaniche (1 < U <15m/s, 0.5 <H <10 m).
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Fig. 11-1. Caratteri analitici dell’evoluzione nel tempo della forza d’impatto F(t).
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Fig. 11-2. Confronto tra I’evoluzione nel tempo delle forze di impatto F valutate attraverso
analisi numeriche (FEA) e attraverso le espressioni analitiche proposte in Fig. 11-1; H=1m, b
=3H, ¢, = 1450 m/s, po = 1000 kg/m3 ; dominio fluido caratterizzato da (a) sezione trasversale
rettangolare, (b) sezione trasversale triangolare.

11.2 IMPULSO DI COLATE A COMPORTAMENTO FLUIDO

Nel caso di impatto di una corrente fluida con forma generica, si € visto, nelle sezioni
precedenti, che il caso di fronte piano e parallelo alla superficie solida costituisce un estremo
superiore anche in termini di impulso.

E’ quindi possibile studiare la risposta della struttura fornendo come dato di ingresso
nella progettazione di strutture di mitigazione il valore assunto dall’impulso, come riportato
nella sezione I. Si ricordano le relazioni precedentemente determinate:

[=040 ppUHb’ se b/H=1
I=022pyUHDb se b/H=3
1=0.78 pyUH* se b/H — 0 (b >> H); I valutato per unita di larghezza

in cui / € 'impulso, py la densita del fluido, U la velocita all’impatto, H I’altezza della corrente

e b la larghezza.
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11.3 IMPATTO DI BLOCCHI: RICHIAMI DELLA TEORIA
DELL’ANALISI DIMENSIONALE

Si consideri la relazione:

g0=f(gl,g2, ~~~~~~~ gn) (11.1)
fra le grandezze (g,.g,........g,) che caratterizzano un dato fenomeno (variabili indipendenti o
variabili di controllo) ¢ una grandezza di interesse g, relativa al fenomeno medesimo

(variabili dipendenti o variabili di stato).

La relazione fisica tra le grandezze considerate non dipende evidentemente dai
riferimenti o dai sistemi di misura adottati, anche se la forma specifica della (11.1) puo in
generale variare in relazione ad essi.

Tra le grandezze (g.g,.......g,) S1 scelgono tre grandezze fra loro dimensionalmente
indipendenti, ovverosia rappresentanti una terna di grandezze base per un sistema di unita di
misura.

Posto che siano ( g2,-8,-8,) si puo scrivere:

[z )- [g 1]{1” [g 2]& [g 3% i=1,2,3,....n (11.2)

esprimere le dimensioni di ogni grandezza come prodotto di potenze delle tre grandezze base
del sistema di unita scelto.

Si definiscono poi le grandezze:

_— £ (11.3)

g1a1g2ﬂ1g37/1

Per loro stessa definizione, le 7; sono grandezze adimensionali, e rappresentano la
misura delle g, rispetto alla terna (g,,g,,g3) -

Poiché, come gia osservato, la dipendenza fra le grandezze considerate non dipende dal
sistema di misura, se non per la forma della relazione funzionale che le lega, la (11.1) puo

essere scritta nella forma:

70=f QLLIT 77 o) (11.4)

essendo la misura delle (g,g,.g5) rispetto a se stesse pari all’unita.
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Risulta, in definitiva:

To= f T TT s T.) (11.5)

La (12.5) mostra che con una opportuna scelta del sistema di misura, ¢ possibile ridurre il
numero delle variabili indipendenti di tre unita.
Questo risultato € noto come teorema di Riabucinski-Buckingham.

La (12.5) puo essere espressa in termini di g :

g0=g1a0g2ﬁ0g37/of2(ﬂ477f59 ------ :72',,) (116)

La formulazione di un problema in termini dimensionali richiede di abbandonare le
usuali grandezze base scelte come unita di misura, per passare ad un sistema di riferimento
intrinseco al problema.

Scelta la terna, gli esponenti «,, S,y nelle (11.3) si determinano sostituendo alle

(g1,8,,83) ¢ alle g; le rispettive dimensioni rispetto all’'usuale sistema di riferimento

(M,L,T), poiché la dimensione di un gruppo ¢ per definizione nulla, deve essere verificata la:

le:]= [gl]a"[gz}ﬁf[gﬂy" (11.7)

Nella (12.7) devono essere eguagliati gli esponenti di ciascuna delle tre grandezze base

(massa M, lunghezza L, tempo T), determinando cosi un sistema di tre equazioni nelle tre

incognite ¢, 3,7, -

114 IMPATTO DI BLOCCHI: INTERPRETAZIONE DEI RISULTATI
ANALITICI E NUMERICI (FEM) CON L’ANALISI DIMENSIONALE

Le variabili indipendenti sono I’impulso 7,1 moduli di elasticita di entrambi 1 corpi Eje E»,le
loro masse mj; € my, il raggio che approssima il corpo che impatta R, e la sua velocita v.
S1 pud quindi scrivere:
x =f (LEEysmi-myRisV)
Si scelgono come variabili indipendenti:
E1,m1, R relative al corpo impattante.

Per 1 gruppi adimensionali:
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a=1/2

roe— S e MIT =ML T ML = B=1)2
P a B pr
E] m R] 7/23/2
a=1/2
o= = I=LT =ML T“M'L = p=-1/2
a By
EI n RI 7/23/2
Si ottiene:
1
ﬁpz—zﬂ:Z
JEmR:
m,
ﬂv:v 3272'-]
E\ R

L’impulso puo essere scritto come:

[ E, m f ny
I= E R3 g — >V
1My I} (Ez s E]R]SJ

11.4.1 BLOCCO CONTRO UN MURO DOTATO DI FONDAZIONE

Fissate le caratteristiche geometriche, fisiche € meccaniche del muro e del corpo impattante,
sono state svolte analisi assegnando diversi valori della velocita.
Le analisi sono state svolte sia per via analitica sia per via numerica.

Metodo analitico

Indicate con il pedice 1 le caratteristiche del corpo impattante, e con 2 quelle del muro,

sono stati fissati 1 moduli di elasticita £, e F,, la massa z;, (quella del muro ¢ infinitamente
grande), il raggio g; (quello del muro ¢ stato posto infinitamente grande per simulare una

parete verticale), 1 coefficienti di Poisson v e v,, e la velocita del corpo v. Si ¢ applicata la

formula di Hertz:

P=4*E*

fc=2387*\/m2*R*(l/E)2

v
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dove:

P (1—\/12) (- Vz)

E

1 1
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nm,

1 1 1
J— _+ R— .
E» R R m m-

[ls*m* 2* I/EW

€
R
5 J
Per calcolare una serie di valori della Forza di contatto e del tempo di contatto per diversi
valori della velocita. Utilizzando la formula che approssima la forma dell’impulso:
2 k
3,14

I =

P*g,
si ¢ ottenuta una serie di valori dell’impulso. Ricordando che:

_ n _ ! _
wT,=V =1 © Ty= 3 =7
ElRl \lElWI]Rl

si ottengono due serie di valori di questi gruppi dimensionali (Tabella ).

Tabella 1. Serie di valori dei due gruppi dimensionali.

P [N] tc [s] I[Ns] T2 1

1,130E+06

4,388E-03

3,156E+03

9,877E-04

4,260E-04

2,595E+06

3,820E-03

6,312E+03

1,975E-03

8,521E-04

4,222E+06

3,523E-03

9,468E+03

2,963E-03

1,278E-03

5,963E+06

3,326E-03

1,262E+04

3,951E-03

1,704E-03

7,794E+06

3,181E-03

1,578E+04

4,939E-03

2,130E-03

9,700E+06

3,067E-03

1,894E+04

5,926E-03

2,556E-03

1,167E+07

2,974E-03

2,209E+04

6,914E-03

2,982E-03

1,370E+07

2,895E-03

2,525E+04

7,902E-03

3,408E-03

1,578E+07

2,828E-03

2,841E+04

8,889E-03

3,834E-03

=] O 0] N| O O & WO N = <

o

1,791E+07

2,769E-03

3,156E+04

9,877E-03

4,260E-03

Riportando in ascissa 1 valori di e in ordinata quelli di 7 ,, si osserva che 1 punti,

come atteso, si distribuiscono lungo una retta (Fig. 11-3).
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Fig. 11-3. Valori assuntida 7e 7,.

Successivamente, gli stessi calcoli sono stati svolti per diversi valori del rapporto tra le

masse dei due corpi (Fig. 11-4).
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m1/m2 =03

6.000E-03

pigreco2

4.000E-03

2.000E-03

0.000E+00

/

T

T

T T

0.000E+001.000E-032.000E-033.000E-034.000E-035.000E-03

pigreco 1

Fig. 11-4. 7, e jr,per diversi valori del rapporto fra le due masse.

Per verifica sono stati fissati dei valori di s € m»diversi da quelli precedenti, ma che

abbiano lo stesso rapporto, 0.3.
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Si osserva che sebbene, a parita di densita, una massa diversa implichi un raggio diverso

e quindi diversi valori della forza e del tempo di contatto P e di ¢ ., i punti si distribuiscono

ancora sulla stesa retta, in particolare quella corrispondente al rapporto fra le masse pari a 0,3

precedentemente trovata (Fig. 11-5).

Infine, tornando al caso in cui la massa del muro ¢ infinitamente grande rispetto a quella

del corpo impattante, sono state svolte ulteriori analisi facendo variare la densita e quindi, a

pigreco 2

—e—m1/m2 =0

1.200E-02

—&—m1/m2 = 0.1
1.000E-02 -0 /
8.000E-03 m1/m2 =03 e
6.000E-03 ——verifica0.3 A//K

4.000E-03 /.4//'/
2.000E-03

0.000E+00 T T T T
0.000E+001.000E-032.000E-033.000E-034.000E-035.000E-03

pigreco 1

Fig. 11-5. Verifica 1.

parita di massa, il raggio.

Si osserva che, ancora una volta, 1 punti si distribuiscono sulla retta trovata con la prima

analisi.
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Fig. 11-6. Verifica 2.

Metodo numerico

Fissate le caratteristiche geometriche, fisiche € meccaniche del corpo impattante e del muro,
sono stati ottenuti 1 valori dell’impulso tramite un modello 3D agli elementi finiti.

Da una serie di valori dell’impulso, corrispondente ad una serie di valori della velocita
del corpo, si sono calcolate le serie di valoridi zyedi 7,.

Disponendo di un modello 3D ¢ stato possibile eseguire 1 calcoli per un muro di altezza

3m con diversi spessori di fondazione e diversa sezione (Fig. 11-7).

0o m 1m Lo m

0,5 ™ 1™ 1.5 m

Fig. 11-7. Profili del muro.

I risultati ottenuti sono stati riportati in diagramma (Fig. 11-8).
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Fig. 11-8. 7 1e 7o per diversi profili del muro.
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CONSIDERAZIONI CONCLUSIVE

La conoscenza delle azioni che nascono in corrispondenza dell’impatto di colate di detriti

(debris flows) su strutture consente una razionale progettazione di opere di difesa e

mitigazione del rischio.

A causa dell’estrema variabilita delle concentrazioni di solidi nella massa in movimento,

che ne determina il comportamento per caratterizzare le azioni all’impatto, sono stati
considerati, nella presente tesi, modelli di comportamento semplificati (Fig. 1-3):

e impatto di sospensioni fluide;

e impatto di blocchi isolati;

e impatto di correnti granulari asciutte.

¢ (a)
debris .
flow :
.|/ barrier
(rzgld or
flexible)

) /ﬂ/ﬁ

(1)

Fig. 0-1. Impatto di debris flows; (a): schema generale dell’impatto tra una corrente di detriti in
rapido movimento ed una struttura; (b): modelli semplificati adottati nello studio dei fenomeni
di propagazione ed impatto; (1): blocchi (isolati o in gruppo); (2): correnti granulari asciutte o
sature; (3): correnti a comportamento fluido, per le quali ¢ possibile una grande varieta di
concentrazioni di solidi.

Si riportano, di seguito, 1 principali risultati, ottenuti per sospensioni fluide e blocchi.

205



IMPATTO DI COLATE FLUIDE

Nonostante lo studio dei fenomeni di innesco, propagazione ed arresto delle colate sia oggetto
di numerosi studi, la letteratura geologico-geotecnica non ¢ particolarmente ricca di analisi
avanzate dei fenomeni di impatto, in particolare per quanto riguarda le colate costituite da
sospensioni diluite, con comportamento fluido.

Si considera, in genere, un valore modificato della pressione idrodinamica esercitata da
un fluido in moto permanente (Faella e Nigro 2003, Lo et al. 2000, Van Dine 1996, Hungr et
al. 1984), oppure una pressione multipla di quella idrostatica (Armanini 1993, Scotton e
Deganutti 1997).

Nell’ambito dell’ingegneria costiera sono invece presenti numerosi risultati sperimentali
e analisi teoriche, riguardanti I’impatto di onde marine. Recenti studi (Peregrine 2003, Cooker
2003) mostrano che le ipotesi semplificative prima esposte, adottate in geotecnica per lo
studio delle colate fluide, non sembrano accettabili; si evidenzia, infatti, che le pressioni che si
destano all’impatto possono essere estremamente elevate; inoltre, la durata delle azioni

massime ¢ molto breve: la natura impulsiva del fenomeno si rivela quindi spiccata.

Pressure (kPa)
3883888

[ é

] I i

1 15 2 258 a
Time (s)

& o
o,
L=]
=
(4]

Fig. 0-2. Pressione registrata all’impatto di onde sull’Admiralty Breakwater (Obhrai, 2004).

Inoltre, numerosi sono 1 fattori di tipo geometrico (forma e dimensioni delle onde),
fisico (densita, concentrazione di gas e di solidi), evidenziati dai medesimi autori, che

possono influenzare I’azione esercitata all’impatto.
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Sono stati analizzati studi teorici condotti nell’ ipotesi sia di fluido incomprimibile, sia di
fluido comprimibile, di seguito sinteticamente descritto.

Durante la fase impulsiva, il campo di velocita 2D non stazionario U(x,y,f) = (u, v) puo
essere descritto per mezzo di un potenziale ¢ (x,y,f), tale che
Vo=U
(Korobkin 1998, Cooker 2003).

La variazione di pressione, associata alla variazione del campo di velocita, ¢:

p(x, 1) =—p, % (2.22)

in cui py € la densita d’equilibrio del fluido; la densita p gode delle seguenti proprieta:

* ¢ funzione della sola pressione p;

* nel corso del fenomeno le variazioni di densita sono minime rispetto al valore

all’equilibrio.

Per chiudere il modello si introduce I’equazione di stato:

P _ s

é —c

con ¢ velocita di propagazione delle onde elastiche nel fluido. D1 particolare interesse
sono 1 risultati di analisi teoriche riguardanti I’impatto di onde di forma triangolare e
rettangolare contro strutture (Fig. 2-9, Cooker, 2003), nelle due ipotesi estreme di impatto

elastico ed anelastico.

(@) (b) © y
|
o i
oP

\\ Uy o 2PYo B/ P=0 ¢

, oP " /) ) //£/00

I 5—0 y/ “ Apmax

| Pt

/X T A o ?

Fig. 0-3. Schema dell’impatto di un’onda (2D) su un muro verticale; (a): schema di un’onda a
sezione trasversale triangolare; (b): schema di un’onda a sezione trasversale rettangolare; (c):
fluido comprimibile; dinamica dello sviluppo delle sovrappressioni negli istanti successivi
all’impatto: il fronte dell’onda di compressione AB si allontana dal muro a velocita c,. Il fronte
dell’onda di compressione si riflette sulla superficie libera WT, dando origine ad un secondo
fronte d’onda, BC. All’interno della regione ABCO la pressione assume un valore uniforme, pari

a Ap=Apuax = po coU).
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E’ stato quindi impostato un modello numerico FEM (codice Abaqus®), in cui si
modella I’impatto di un fluido (caratterizzato dai due parametri principali densita p e velocita
delle onde elastiche c). In Fig. 4-29 sono riportati i risultati, in termini di impulso, per onda
triangolare (/7) e rettangolare (/s). Tali risultati sono inoltre confrontati con i valori teorici
forniti dalle formulazioni di Cooker (2003) e Korobkin (1997) per i due casi limite di impatto
elastico ed anelastico. Sinota che 1 risultati delle analisi numeriche condotte si collocano tra i

due estremi teorici.

1.8 7
—— FEA, c1450 H=0.m —— FEA, c1450
1.6 | _m- FEA, c150 6 H --B-- FEA, 150
1.4 H —&— Theor, inel. Imp. —ic— Theor,, inel. Imp.
1.2 —— Theor., elastic imp. 'E' 3 —¥— Theor., elasticimp. :
E - -
= 1 = 4
z = / /
= 0.8 / , / i &
£ 0.6 Zd /‘_///
// / 5
1
0.2
V Ulm/s] V Ulmyfs]
EI I T T T T T T 1 U I T T T T T T I
(a) 1 2 3 4 5 G 7 8 9 10 |:b:l i 2 3 4 5 7] 7 8 9 10
3 o 12
—4— FEA, 1450 =05 m =—¥— Thear., elasticimp. =
a5 - -8 - FEA, c150 g0 | % FEA, c150
—&— Theor., ingl. Imp. — FE& 1450
2 —¥— Theor,, elastic imp. =, g ! —a&— Thear., inel. imp.
£ E
= =
1.5 5]
] 1 %/ ' 4 //
0.5 / 2
U [m/s] Um/s]
D I T T T T T T T T 1 D T T T T T T T T T 1
(c) 1 2 3 4 3 G 7 8 9 10 (d) ] 2 3 4 3 b 7 8 9 10

Fig. 0-4. Impulsi della forza di impatto valutati per densita p, = 1000 kg/m’; onda triangolare:

(a) H=0.5 m; (b) H=1 m; onda rettangolare: (¢c) H=0.5m; (d) H=1m.

Un ulteriore modello numerico ¢ stato quindi impostato per I’analisi di impatti di corpi

fluidi 3D contro strutture, imponendo diverse forme al fronte d’impatto (Fig. 4-30):

fronte piano verticale (Fig. 4-30a);
fronte “a cuneo” (Fig. 4-30b);
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e fronte cilindrico (Fig. 4-30c);
e fronte piano inclinato (Fig. 4-30d).
Si sono inoltre assegnati al fluido due set di valori di velocita delle onde elastiche (¢ =
150 m/s, 1450 m/s), due valori di altezza del dominio fluido (H = 0.5, 1.0 m), due valori del
rapporto tra larghezza del dominio fluido (b) e altezza (H) (b/H = 1, 3), tre valori della

velocita d’impatto (U =1, 5, 10 m/s) e, in caso di fronte non piano e verticale, due valori del

parametro 6 (6= 0.05 m, 0.10 m, Fig. 4-30).

Fig. 0-5. Impatto di onde 3D; schemi geometrici dei corpi impattanti impostati nel modello agli
elementi finite; (a) fronte piano; (b) fronte “a cuneo”; (¢) fronte curvo; (d) fronte piano,
inclinato.

Si riporta, a titolo di esempio, il confronto fra le evoluzioni delle forze di impatto per le

quattro geometrie, nei due casi di velocita U =5 m/s e 10 m/s (Fig. 4-31).
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Fig. 0-6. Evoluzione nel tempo ¢ della forza F ; risultati ottenuti per i valori di ¢y = 150 m/s; H =
b=1m;6=5cm; (a): U=5m/s; (b): U=10 m/s.

S1 puo notare che, nel caso di impatto di fronte piano, la forza di impatto raggiunge il
suo massimo valore; contestualmente, la durata del fenomeno € piu breve rispetto agli altri

casli.

Tuttavia, se la velocita ¢ relativamente modesta, (Fig. 4-31 b vs a) le differenze tra

fronte piano verticale e non, diminiscono.

In Fig. 4-32 si mostrano 1 contour dell’evoluzione degli incrementi di pressione
all’impatto (ottenuti per py = 1000 kg/m’, ¢ = 150 m/s, U = 5 m/s) per le geometrie riportate
in Fig. 4-30a, c, d; il meccanismo di sviluppo e successivo rapido decadimento dei valori di

pressione ¢ analogo a quanto visto precedentemente.
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Fig. 0-7. Contours dell’incremento di pressione Ap all’impatto; risultati ottenuti per ¢, = 150
m/s; H=b=1m; U=5 m/s.

La Fig. 4-33 riporta, in sintesi, tutti 1 valori di impulso /. Dall’analisi dei risultati
riportati nella figura si vede chiaramente che 1 valori di / sono del medesimo ordine di
grandezza, al variare della forma assegnata al fluido; inoltre, anche per il caso 3D, come nel
caso 2D, il valore dell’impulso ¢ indipendente dal valore della compressibilita (Tabella 4-3.
Valori calcolati dell’impulso 1.).

I massimi valori dell’impulso sono ottenuti per il caso di fronte piano, che quindi

costituisce un limite superiore.
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Fig. 0-8. Confronto fra gli impulse 7 valutati con analisi numeriche agli elementi finite.

In virtu dell’invarianza dell’impulso nei confronti della compressibilita del fluido, che, in

termini pratici, si riconduce ad una indipendenza da contenuto d’aria e di solidi, parametri

difficilmente valutabili in fase di progettazione di strutture di difesa contro colate detritiche, si

forniscono relazioni analitiche, utili per la progettazione:

[=040 ppUHb*
[=022 ppUHV
1=0.78 pyUH*

per b/H=1
per b/H=3

per b/H — 0 (b >> H); I valutato per unita di larghezza.

in cui / € 'impulso, py la densita del fluido, U la velocita all’impatto, H 1’altezza della

corrente e b la larghezza.

IMPATTO DI BLOCCHI

Per quanto riguarda I’impatto di blocchi su una struttura rigida o deformabile, in letteratura
tecnica sono disponibili varie formulazioni. Se ne riportano € commentano alcune, di seguito, a
titolo di esempio.

Esistono abachi (Van Dine, 1984) basati sulla legge di Hertz (Fig. 6-4).
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Fig. 0-9. Abaco per la determinazione della forza di impatto, basato sulla legge di Hertz (Van
Dine, 1984).

Wu et al. (1993) e ASCE (2005) valutano la spinta £ da un semplice bilancio di quantita
di moto:
F=v,my/ At
in cui mj la massa del blocco, v, la velocita, all’impatto, del blocco, Af la durata del fenomeno
di impatto. Il valore suggerito per A da Wu ¢ 1 s, mentre in ASCE tale valore ¢ considerato
non rappresentativo del fenomeno; si propone un intervallo paria 0.01 — 0.05 s.

Hungr et al. (1984) e Zhang et al. (1996) propongono il “Flexural stiffness method”: per
valutare la forza di impatto, oltre alle caratteristiche cinematiche e fisiche del blocco (velocita

e massa) si prende in considerazione anche la rigidezza della struttura che intercetta il blocco:

F =v,sin fm,K,

in cui Kp ¢ la rigidezza flessionale della barriera, m;, la massa del blocco, v; la velocita,

all’impatto, del blocco.
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Zhang et al (1996) propongono anche il “Wave theory method™:
F=pyCyvp A,
in cui Cj, ¢ la velocita delle onde di compressione nel masso, 4. I’area di contatto, p, la densita
del masso.

Huang et al. (2007), dall’analisi di dati sperimentali, ottenuti con un modello a piccola
scala (diametro massimo dei grani pari a 31.0 mm) hanno ricavato la formula seguente:
F=308U" R
mecui Féinton, Ue R in m.

Per I’impiego delle formule proposte da Wu e Zhang, tuttavia, ¢ necessaria la conoscenza

di alcuni parametri di difficile valutazione, quali la durata dell’impatto e I’area di contatto.

E’ stata condotta alfine una serie di calcoli parametrici con il codice FEM Abaqus® per
valutare I’impulso della forza esercitato, all’impatto, da un blocco di forma sferica, al variare
dei parametri significativi:

e dimensioni (raggio R);
e velocita v;
e in caso di comportamento elastico-perfettamente plastico, tensione di snervamento
Gy, per 1 due valori di riferimento pari a 10000 kPa (denominato e.p.1) e 1000 kPa
(denominato e.p.2).
I valori ottenuti sono quindi confrontati con formule da letteratura tecnica:
I=m Av
nell’ipotesi che, a seguito dell’impatto, il blocco si arresti (Av = vy).

Y,
2

fornita da ASCE.

1

I risultati sono rappresentati in Fig. 7-11, di cui si riporta uno stralcio di seguito.
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Fig. 0-10. Risultati delle analisi parametriche dell’impulso.

A parita di dimensioni, si riscontra una dipendenza pressoché lineare dell’impulso dalla
velocita di impatto; cio accade sia nel caso di comportamento elastico lineare (e.l.), che in
caso di comportamento elastico-perfettamente plastico, per entrambi 1 valori della tensione di
snervamento considerati (e.p. 1: o, = 10000 kPa, e.p. 2: 5, = 1000 kPa).

I valori forniti da un’analisi condotta considerando un comportamento elastico lineare
del corpo impattante sono, come atteso, estremamente cautelativi.

La formula fornita invece dalla ASCE risulta sicuramente e pare indicata per una

cautelativa ma assennata valutazione dell’azione esercitata, all’impatto, da un blocco.

APPLICAZIONI
I modelli numerici precedentemente descritti sono stati impiegati nello studio di casi
applicativi. Per valutare la forza distruttiva dell’impatto di fluidi contro strutture, si €
analizzato il collasso di un pilastro colpito da una colata fluida, avvenuto a Sarno (Campania,
Italia), nel maggio 1998 (Faella & Nigro, 2003).
Le caratteristiche geometriche e meccaniche dell’elemento strutturale sono: sezione
trasversale pari a 30 cm x 30 cm, altezza / = 2.7 m; il flusso ¢ perpendicolare al pilastro.
Nella back analysis proposta dagli Autori, I’azione esercitata dalla colata ¢ stata
modellata come una pressione idrodinamica uniforme (q) agente su tutta [’altezza (1) del

pilastro (nell’ipotesi di flusso di un fluido incomprimibile in condizioni stazionarie).
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Attraverso un procedimento di analisi limite, considerando un meccanismo di rottura a
tre cerniere, gli Autori hanno poi ricavato il valore della velocita critica del flusso (U,,), tale da

causare il collasso della struttura (Fig. 9-7):

l6M
qu = 12 “ =pU(,2r (19)

con M, momento ultimo della sezione del pilastro (per le seguenti caratteristiche della
sollecitazione valutate dagli autori, N = N, = 300 kN, M, = 57.81 kNm), p densita del flusso
(considerata pari a 1400 kg/m®). Dalla (19) si ottiene U, = 14.5 mys.

Lo studio effettuato in questa sede ¢ stato indirizzato innanzitutto alla determinazione
delle velocita ed altezze del flusso, ancora nell’ipotesi di spinta idrodinamica, tali da indurre la
rottura del pilastro, sia per flusso perpendicolare al pilastro, sia per flusso perpendicolare alla
diagonale del pilastro .

Si osserva infatti che I’ipotesi di altezza del flusso pari a 2.7 m, imposta da Faella e
Nigro (2003) appare poco realistica; inoltre, analisi avanzate della propagazione della colata,
riportate in Revellino ef alii (2004), indicano un valore della velocita del flusso, in prossimita
dell’edificio colpito della colata, pari a 5.8 m/s, cio€ quasi un terzo del valore determinato da
Faella e Nigro (2003).

Per tenere conto di queste differenze, ¢ stato quindi elaborato un modello FEM di un
pilastro in calcestruzzo armato colpito da una colata avente altezza paria 1.5 m (Fig. 9-7),
densita p = 1400 kg/m’, celerita ¢ = 1450 m/s e 150 my/s, velocita all’impatto U= 7.0 e 14.0
m/s; il valore risultante della rigidezza volumetrica del fluido potrebbe costituire una stima, per
difetto, del valore corrispondente al comportamento non drenato della massa granulare
fluidizzata, che potrebbe manifestarsi nella fase impulsiva dell’impatto. Il comportamento
costitutivo assegnato ai materiali costituenti il pilastro (calcestruzzo e acciaio) ¢ il medesimo
utilizzato per le analisi proposte da Faella e Nigro (2003). Non si € tenuto conto, nell’analisi
dinamica FEM, dell’incremento delle resistenze dei materiali dovuto alla velocita di

applicazione del carico.
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Fig. 0-11. Impatto di una colata a comportamento fluido contro una struttura; back-analysis del
collasso del pilastro; (a) dominio impostato nell’analisi; (b) schema del dominio di calcolo

impostato per le analisi numeriche (FEM).

I risultati delle analisi mostrano che per una velocita della colata paria 7.0 m/s, lo
spostamento massimo del pilastro (nella direzione parallela al movimento della colata),

all’impatto, ¢ paria 0.96 cm (Fig. 9-9); il calcestruzzo, inoltre, in prossimita delle estremita

del pilastro, raggiunge deformazioni di compressione maggiori di 3.5%o (Fig. 9-9).
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-1 251=-03 -3.8581e-03 -1 321e-02 -3.530=-03
-1 Egl=-03 -4 _513e-03 -1.&651e-02 =4 _733e-03
1 a75e-03 -5.385e-03 -1 921=-02 =5 L8ge-03
—2-1SSE—D3 -5_157e-03 -2 _317e-03 -5 _38d=-03
—Z-EDUE—D3 -5 _9292-03 -7 _G6d47a-03 =-7.182=-032 INEEE
_z-glze_DS -7.681le-032 T —-F_977a-03 =7.980=-032
_3-125e_|:|3 -8 _453=-03 lHran -3 .320Fe-032 -8_.778e-03 |
-2 4d47a-03 -9 _22he-03 3 §3Fe-03 =9 _E7ge-03
-2.7E5le-032 -3 _963e-03

flow direction

2

o ®

(c) (d)

Fig. 0-12. Deformazioni e spostamenti [m] del pilastro a seguito dell’impatto con una corrente
fluida; (a), (b): caso 4 (c = 150 m/s, U = 7.0 m/s); (¢), (d): caso 2 (c = 1450 m/s, U = 7.0 m/s).

Inoltre, dai risultati mostrati in_Fig. 9-9, sinota che la rigidezza del fluido, espressa
attraverso il parametro c, a parita di velocita del flusso U, non influenza notevolmente 1
risultati.

Quindi, se si imposta un modello numerico che tenga conto della natura impulsiva del
fenomeno, le condizioni di collasso del medesimo pilastro si raggiungono per altezze della
colata e per valori della velocita piu aderenti alle valutazioni degli studiosi del settore

(Revellino et alii, 2004).
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APPENDICE — STUDIO DELLE SOLLECITAZIONI IN CAMPO DINAMICO DI
UNA STRUTTURA A MENSOLA INDOTTE DALI’IMPATTO DI UNA COLATA

FLUIDA

PREMESSA

In prima approssimazione si puo considerare che una struttura soggetta ad impatto sia
assimilabile ad una struttura ad un grado di liberta (SDOF) ammettendo che la una sola
deformazione sia possibile, assumendo che il grado di liberta esprima I’ampiezza dello

spostamento.

1 v
(@) i &)
q
Y
o X
] =

k*
m:\t — —
X

e
~ Vo AT TS TSI

Fig 1. Struttura a mensola colpita da una colata fluida; (a) schema geometrico; (b) analogia
meccanica.

Si consideri, ad esempio, la struttura a mensola rappresentata in Fig. 1. Escludendo le
dissipazioni, si considerano nell’analisi, come proprieta meccaniche, la sola rigidezza
flessionale EJ(x) e la massa per unita di lunghezza m(x).

Per approssimare il moto della mensola come un sistema ad un solo grado di liberta, ¢
necessario assumere una deformata, esprimibile attraverso una funzione.

Tale funzione ¢ designata @ (x), e 'ampiezza del moto, relativamente alla base
incastrata, sara rappresentata dalla funzione Y(?); quindi, si avra:
v(x,1)=P(x) Y1) (1)

Tipicamente, si prendera come riferimento lo spostamento dell’estremita libera della

mensola.
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L’equazione del moto del sistema ad un grado di liberta, trascurando lo smorzamento del

moto stesso, puo essere formulate nel modo seguente (Clough & Penzien):

m*Y +k*Y = P* )

m*= [ p A(x)®(x)* dx (3a)
k* = [ EJ(x)®" (x)* dx (3b)
P*= [ p(x,)®(x)dx (3¢)

Y (1) = Yysin ot 4)

Si sceglie come funzione di forma quella relativa agli spostamenti associati ad un carico

statico uniformemente distribuito sulla mensola:

e (GEERE

Si ottiene, quindi, la soluzione semplificata:

EJ
J* = 32075 (6a)

m*=0.27pAL (6b)

o= \/Zi (6¢)
m

In caso di moto impulsivo, quale quello a seguito dell’impatto con una massa in
movimento, la costante Yy puo essere valutata considerando che, a causa dell’impulso 7, la

mensola, caratterizzata dalla massa m,, acquista una velocita iniziale v pari a:

. 1
Vo= - (7
b

Quindi, per @ = @, = 1, si ottiene:

o___% ®)

Yp=—2—=
wcos(w0) o

L’equazione finale del sistema ad un grado di liberta assume la forma:

2 4 3.
v(x,t)d)(x)Y(t)%{{%] +(%} —4(%) }%sin wt (9)

E I’espressione finale del momento flettente:
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2 . 2
M(x,t):EJﬂzEJ(V—Osin m) 12 X o4 X (10a)
ox? ® rr r

2
:EJ{(L]lsin m]{%+12x—4—24i3] (10b)
my | @ L L L

SOLUZIONI ANALITICHE

Trave a mensola. Si consideri la trave incastrata di Fig. 2, di lunghezza L, soggetta ad un

carico distribuito per una lunghezza /;. Il carico applicato sia funzione dix (x € [0,L]) e del
tempo ¢ (t ¢ R").
Si intendono determinare le soluzioni del problema proposto in campo dinamico,

nell'ipotesi di comportamento elastico lineare del materiale che costituisce la trave.

p(x,t)
“ .Y Y Y Y Y Y Y Y V¥YY
Y A
.
-
[ l,
&y

Fig. 2. Trave a mensola.

L'equazione del moto nella direzione perpendicolare all'asse x, che governa il problema,

M (x, 1) &v(x, t) +op(z.8) =0
_— — T — (. t) =1
dr? a2 P (11)
dove M(x; ¢) ¢ il momento flettente, m la massa e v(x, t) lo spostamento della trave in
direzione perpendicolare all'asse x.

Introducendo la relazione tra momento M e curvatura:
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Polr, t)

Mix, t) = —EI .
it (12)
s1 ottiene:
oo (x, 1) 9%u(x, t) o
EIE,_I”—JLI’ + m # = p{z,t)

dove si ¢ indicato con £ il modulo di elasticita di Young e con / il momento d'inerzia della
sezione trasversale rispetto all'asse neutro.

La soluzione dell'equazione (13) fornisce la funzione v(x, ¢) cercata.

Il problema in esame, oltre che dalla (13), ¢ definito analiticamente dalle seguenti

condizioni al contorno:

v(0,t) =0

dvlr,t) _0
8z [ _g

9?v(x, t) 0
ox? | _; -

8%v(x, t) _0
ord |,

(14a, b, c, d)

Le condizioni iniziali sono:

v(z,0) =1y
dv(x,t) )
_— == “.f,‘l:l
ot

=0 (15)

Soluzione omogenea associata. [.’omogenea associata dell’equazione (11) ¢

o, t) Pu(r,t)
El———+m———=0
Jt ot
(16)

che puo essere scritta:

m ..,
oV iz t) + — i(z,t) =0
EI 17)
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Si ricerca una soluzione della forma

v(z, t) = @(z)Y(t)

per cui:
Voo mo e
w o () (t) + T elx)w(t) =0
| (18)
da cui:
o™V (x) L, m U(t) _0
w(x) ET (t) (19)
quindi:
&V (x) m 'i'.t'."I:f':J 1
— = = 4a
w(x) ET(t) 20)

Il soddisfacimento della precedente equazione determina la soluzione delle due

equazioni differenziali ordinarie:

D) + wb(t) =0

IV ¢ s 4 N -
o (x) —ap(x) =0
v () L (21a, b)
in cui:
9 alET

1L (22)

La soluzione della prima equazione differenziale ¢:
W(t) = Acoswt + Bsinwt
(23)
mentre la seconda ha soluzione:
wlr) = C1cosaxr + Casinar + Cy cosh ar + Cysinh ax
(24)

I modi di vibrazione della trave (cio¢ la funzione ¢(x)) dipendono semplicemente dalle
condizioni di vincolo imposte alla trave stessa, e non gia dalle condizioni di carico cui €
sottoposta; la ricerca della soluzione particolare influira quindi solo sulla funzione y(¢), per
cui si possono imporre le condizioni al contorno.

Dalla (14a) si ottiene:
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() =0 = 0 = —C4
(25)

Dalla (14b) si ottiene:

Ij' ‘r: Iv. £ .II

— U = {ﬁz == —{’__\‘4

dr |,._,

(26)
Dalla (14c) si ha:

=0= —Chcosal — Czsinal 4+ Cycoshal 4+ Cysinhal =10
r=L (27)

Dalla (14d) si ha:

£ S
d !')""I:'r;.ll

= =0= Cysnal — Cycosal + Cysinhal + C,coshal =0
dx

=0 2o o (28)

Il sistema delle (25), (26), (27) e (28) si puo ridurre alla soluzione del sistema di due
equazioni lineari, algebriche, nelle incognite Cs e Cy:

(5 (cosal +coshal) + Cy(sinal +sinhal) =10
C3(—sinal 4+ sinhal) +Cy(cosal + coshal) =0 (29, b)

Affinché 'unica soluzione del sistema non sia quella banale C; = C4 = 0, si impone che

il determinante della matrice dei coefficienti sia nullo:

cosal + coshall, smnal 4 simhal _

—sinal +sinhal cosal 4 coshal

. 12 .2 2 . 2
=sinh”™ al —sin"al — cos™ all — 2coshal cosall — cosh™al =0

(30)

La (30) siriduce alla forma:

1
cosh al (31)

cosal = —
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T

Fig. 3. Soluzioni dell’equazione (4.17)

Le soluzioni di questa equazione trascendente (Fig. 3) forniscono i valori di aL che
rappresentano la frequenza di vibrazione della trave incastrata.
Sipuo assumere che le radici dell'equazione trascendente, oltre la terza, coincidano con

1 punti ove si annulla la funzione coseno (Fig. 3), e che quindi siano ben approssimate dalla

relazione:
(al),==(2n—1) n=4,58,..
- (32)
e quindi la pulsazione corrispondente sara
2 | EI T 2 | BT
wy, = (al); 4/ = —(2n— 1)/
n i L 4 F . s 4
1'l"' mi 4 l\" mL (33)

La costante C, puo essere espressa in funzione della costante Cs:

cosal 4+ coshal _,
= . '3
sinal + sinhal

(34)

per cui ’equazione (24) viene riscritta come

cosapl +cosha, L | . . .
(sinh a,r — sina,,x)

wplx) = Cy |cosha,r — cosa,r — — -
sina, L +sinha, L (35)

La soluzione dell'equazione differenziale omogenea associata pud quindi essere

formulata nel modo seguente:
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o0

v(z,t) = Z on(z ) (t).

n=1

(36)

Soluzione generale. La soluzione generale puo essere posta nella forma:

[= =]

vz, t) = Z wnlz)Unit)

n=1

(37)

che, sostituita nella (13), fornisce

-

Er Z go:;]"' (x)Tn(t) + mZ-:;-n[:a:j T, (t) = plx,t)

n=1 n=1

(38)

Si consideri ora il generico modo di vibrazione ¢ (x); moltiplicando ambo 1 membri

della precedente relazione per ¢ (x), ed integrando sulla lunghezza complessiva della trave si
ottiene:

L =] oL =] -
[ Efz.;;-;;F'[xjxlrﬂ.;tj.;;:.(x;lc1x+ / mZ.-T.:-ﬂ.;xj@,El;t‘;.i,gi.jx)dx=
Ul n=1 J0 n=1
I
- f p(x, B)p(x) dz
i (39)

Poiché 1 modi di vibrazione sono tra loro normali, dalla precedente equazione si ricava:

) L
Tyt w? + () = [ plz,t)pi(x) dr
W0 (40)
Si pone quindi:
E
Qut)i= [ plation(o)do
Jo 41)

che rappresenta la componente lagrangiana di forza. La (40), quindi, per I’arbitrarieta di 1, puo
essere scritta:

IIII'nI:t::I =+ W';i@n[t} = Qﬂ(f)
(42)

la cui soluzione ¢

_ . I
U,.(t) = Apsinw,t + B, cosw,t + — [ Qn(7) sin [wy (t — 7)] d7
wWa Jo

(43)
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in cui I'ultimo termine a secondo membro ¢ I’integrale di Duhamel.

Assegnazione della funzione p(x,#). Il carico distribuito ¢ applicato sulla trave per una

lunghezza pari ad /; ed € nullo per x > /;.
Si consideri il caso
p mcosuwpt perO0<zxz <
pll.x! f:' - X )
0 per, <z <L

(44)

7 = 1000

_,

" g

1 4
—

Fig. 4. funzione p(x,t), per ¢ fissato.

I1 carico risulta quindi essere discontinuo in x; per semplificare il problema, tuttavia, si
assume che la funzione p(x, ¢), discontinua in x, sia approssimabile con la seguente funzione,

continua in x € [0,;L]:

plz,t) = pi(t)pa(z) =

1 ‘
= py Ccos wot {1 — — [aretan (n(x — 1;)) — arctan (—n(z + Eljj]}
T (45)

In Fig. 4 ¢ rappresentata la funzione p(x, t) per ¢ fissato; tale funzione approssima

abbastanza bene la funzione reale p(x; ), per valori elevati del coefficiente #.
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La componente lagrangiana di forza (equazione (41)) viene quindi calcolata facendo uso

della (45).

Imposizione delle condizioni iniziali. Si osserva che la soluzione generale differisce da

quella dell'omogenea associata a meno dell'integrale di Duhamel; le condizioni iniziali,
quindi, possono essere poste alternativamente su ¥,(¢) o su v ,(¢), in quanto ¥,(0) =y ,(0).
Si ha dunque:
v(x,0) = v = i En(T) 1 (0)
n=1 (46)
Moltiplicando per il generico modo di vibrazione ed integrando sulla lunghezza della

trave, si ha:

L

L e i}
/ iw:-':xlldﬁZ/ 2n(0)¢n (@)pi(z) da
0

o0

= (47)

poiché v , (0) = B,, e ricordando che 1 modi di vibrazione sono tra loro normali, si ottiene:

L L
/ vogpi() dr = [ B?(x)ds
0 S0

da cui, per P’arbitrarieta di i, si ottiene:

(48)

L P
fn voipn(x) dx

B, =
n IL'ﬁszndI
] ¥all) !

(49)
Per quanto riguarda la condizione iniziale sulla derivata di v(x, ), si ha:
[
o(z,0) =t =Y _ n(0)pn(z)
n=1 (5 0)
Come in precedenza, si procede moltiplicando per un generico modo di vibrazione,
integrando sulla lunghezza della trave, e si sfrutta la normalita tra i modi di vibrazione; poiché
Un L”\' = Anpwn
si ottiene:
1 fy dogn(x)de

; L y
|_ R 2 o -
W [ pi(z)dz

A, =
(S1)

228



Trave incernierata ad una estremita con molla rotazionale. Si consideri la trave riportata

nella Fig. 5, con carico distribuito per una lunghezza /;, fnzione di x e del tempo ¢.
La trave, in questo caso, non ¢ incastrata all’estremita, in x = 0, oltre al vincolo cerniera,

¢ presente una molla rotazionale, di costante £.

p(x,t)
T Y ¥ ¥V ¥V Y Y ¥Y Y \VYyy
KN .I.
Uy
/ {
 #

Fig. 5. Trave incastrata ad una estremita.

L’equazione che regge il problema ¢ la medesima del caso di trave incastrata:

od s [ I SR
oz, t) Fulr, t)
El————+m————

: —— = p(x, 1)
frt a2 )

(32)
Le condizioni iniziali sono le stesse del problema della trave incastrata. Per quanto

riguarda le condizioni al contorno, invece, la (14b) ¢ sostituita dalla seguente:

. Ov(x,t) — BT

O*v(x, t)
i ‘

A2 :

r=0 =0

(53)

La soluzione dell’omogenea associata si determina in modo analogo al caso precedente,

ottenendo:

vz, t) = dx)(t)
(54)

x) = Gieosar + G sinar + Gqcoshar + Gysimh axr
i 1 2 3 4

(35)

Si procede quindi ad imporre le condizioni al contorno:

i f|:|1 =0 = (_:1 = _{-:3
(56)

Dalla (54) si ottiene:
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d ) d*d(x) 23

o =FET 5 = — (Ga 4+ Gy) = Gy — Gy

dx - dx e—0 7! 57
1n cul
20 = w/EI

Dalla (57) si ha

g, .
Gag = — (Ga+ Gy)

“ (58)
e, facendo uso della (56)
L & s
1= —— (Ga + Gy
a

(39)

Dalle rimanenti condizioni al contorno si ricava:

—Gieosal — Gysinal + Gacoshal + Gysinhal =0
(60a)

Gismnal — Gacosal + Gasinhal + Gycoshal =0
(60b)

Utilizzando le (58) e (59) nelle (60), si ottiene:

5, : 3
(f cos al —smal + —cosh ﬂL) Ga+

a it

5] ] . ‘
+ (— cos al, + —cosh al + sinh aﬂ) Gy =10

a i 612)
3 . 3 . .
——smal, —cosal + —smmhal | Go+
a a
i a . y
+ | ——sinalL + —sinhal + coshal | Gy =10
a a (61b)

Se si desidera che il precedente sistema non abbia, come unica soluzione, quella banale

G, = G4 = 0, st deve imporre che il determinante della matrice dei coefficienti sia nullo:
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3 ) A 3 3 )
—cosall —sinal, + —coshal —cosal + —coshal + sinhal
a i a a B
i i a4 g .
——sinal —cosal.+ —sinhall, ——sinal + —sinhal + coshal
: a a a

a :
_ 28+ coshal (20 cosal, —asinal) 4+ acosaLsinhal _0

(62)

B a
La (62) puo essere riscritta come:

hal

1 .
28 (— + cos f{-L) —asnall = —acosal tanh al
COs
(63)

Le soluzioni dell’equazione trascendente (63), riportati nella seguente figura, forniscono

1 valori di a che verificano il rispetto delle condizioni al contorno imposte.

\ 231 /(cash al) + o al] —a sin al
\
o~ / ll

'

H
’

-

e

——
—-
8

‘v l'
f \ !
\ ’
\/ \
 / —acm al tanh al

Fig. 6. Soluzioni della equazione (63).

Noti 1 valori a, € possibile risalire ai corrispondenti valori di @,.

La costante G, ¢ legata alla G, per mezzo della seguente:

(F/a)sinal +cosal — (3/a)sinal a
79

A =
! (F/a)sinhal + coshal — (F/a)sinal
(64)

per cui la (55) puo essere riscritta come:
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ol(x) = Gy | — (1 + &,) (cosh ayx — cos ayx) + sinayr + &, sinh a,x
LI (65)

nella quale si € posto

(3/an)sinapL + cos apl — (3/an) sin ap L

£ = f o P " N
s (F/an)simhanl + coshan L — (F/a,) sina, L (66)

La soluzione dell’omogenea associata, ¢, quindi:

o

v(r, t) = Z Unla)tn(t)
=l (67)
La ricerca della soluzione generale e I’'imposizione delle condizioni iniziali ¢ identica al

caso di trave incastrata, per cui si ottiene:
O
v(z,t) = Z Doz )Wy ()
n=l (68)
nella quale le costanti di integrazione si determinano, in questo caso, attraverso le
fDL vl ), () da

B, = 0 Y VnD
Jo 92(x)dx

(69)
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Trave incastrata alle due estremita. Si consideri la trave incastrata, riportata nella Fig. 7.

Essa ¢ soggetta ad un carico distribuito, per la lunghezza 11, funzione di x e del tempo.

p(x,t)

Y Y Y Y Y VY VY VYVYYY

VY

L

Fig. 7. Trave incastrata alle due estremita.

Le condizioni iniziali sono di nuovo espresse, in generale, dalle (15).
Le condizioni al contorno, per x = 0 sono espresse dalle (14) e per x = L, valgono, in

questo caso:
viL,t) =10
dvlx,t)

(70a, b)

L’equazione differenziale che governa il problema ¢ la medesima dei casi precedenti.
La soluzione dell’omogenea associata si determina analogamente ai casi precedenti. Si

ottiene, quindi:

v(x,t) = ((z)¥(t)

(71)

in cui:

((r)= Hycosar + Hysinar + Hycoshar + Hysinhax
(72)

Dalla condizione al contorno (14a) si ottiene:

Hy = —Hj
(73)
mentre dalla (14b):
Hy = —H,
(74)
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La condizione (70a) impone:

Hycosal + HysmalL + Hycoshal. + Hysinhal =10

(75)
che, grazie alle (73) e (74) diviene:
(cosal — coshaL) Hy + (sinal — sinhal) Hy =0 (76)
La condizione (70b) impone che:
a(—HiysmalL + Hscosal + Hysinhal + Hycoshal) =0
(77)
Poiché, in generale, a # 0, facendo uso delle (73) e (74) si ottiene:
(—sinal —sinhal) Hy + (cosal. — coshal) Hs =0
‘ ' (78)

Affinché il sistema costituito dalle (76) e (78) non abbia la soluzione banale H; = H, =

0, si deve imporre pari a zero il determinante della matrice dei coefficienti:

cosal. —coshall  sinal —simhal

—smal —sinhallL cosal — coshal

=1 —vcosalcoshal =10
(79)

che puo essere riscritta:
|
Cions L == T
cosh a (80)
Determinati i valori di a,, soluzioni dell’equazione trascendente (80), che consentono il
rispetto delle condizioni al contorno imposte, ¢ possibile determinare le pulsazioni .

La costante H; puo essere messa in relazione con la H; tramite la (76):

cosal, — coshal

Hy = — sinal — sinhal (81)

per cui la (72) diviene:

Cn(x) = Hi[cosanz — coshanr + yn (sinanz — sinh anx)]
(82)
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dove si € posto

cos ap L — cosh ap L

Xn = — sin a, L — sinh a, L (83)

La soluzione dell’omogenea associata, ¢, quindi:
= (84)

La ricerca della soluzione generale e la ricerca delle condizioni iniziali € identica ai casi

,-—q

precedenti; si ottiene:

o)
v(z, t) = Z Crlx)Wn(t)
n=1 (85)
in cui le costanti di integrazione si trovano stavolta dalle relazioni:

L S W %
Jr ‘.:.[r‘lgnt r)dzx

By = =2
Jr (2(x)c (86)
AL 1 [D (2)Cnlx) da
“n [y GQr)da (87)
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